Grado en Matematicas — Ejercicios de Analisis Funcional

1. Limites de Banach.Sea/, el espacio de Banach de las sucesiones acotadas de
nameros reales. Sean S : /., — /. los operadores que a cada sucesidon
(x(1),2(2),z(3),...) enl, hacen corresponder las sucesiones

Tx=(0,2(1),2(2),2(3),...), S(z)=(2(2),z(3),...)
SeaY = {x — Tz :z€l.}yulasucesion constanteé, 1,1, ...).

a) Prueba quéist(u,Y) = 1.
Sugerencia. Sk € /,, dadoe > 0, tiene que existir algim € N tal que
z(n) —x(n—1) <e.

b) Seap e’ tal quep(u) = 1 = ||¢|| y ker(¢) D Y (cuya existencia es conse-
cuencia del teorema de Hahn-Banach). Pruebaggiier) = ¢(x). Considera
la aplicacionl” o S'y deduce quer(Sx) = ¢(x).

c) Sear €/, y pongamosn = inf {z, : neN}, M = sup {x,, : n€N}. Prueba
quem < ¢(x) < M.
m+ M m+ M

p(x) — 5 ple——5—ull

d) Aplicando el resultado obtenido en el punto anteriof’gx) deduce que para
todox €/, se verifica:

Sugerencia

liminf{z,} < ¢(z) < limsup{z,}
e) Sear €/, unasucesion periodica, es decir, exjsteN tal quez(p+n) = z(n)
para toda: € N. Calculap(x).

2. SeaX un espacio métrico completdf},} una sucesion de conjuntos cerrados tal
[e.e] [e.e]

queX = U F,,. Prueba que el conjunto abiel’@ 143” es denso ex.



Ejercicios de Analisis Funcional 2

3. Sean(F,d)y (F, p) espacios métricos. Supongamos dues completo y seéf, }
una sucesion de funciones continuasien F' que converge puntualmente éha
una funcionf.

a) Para cada Ny cadas > 0, sea

Fn,a = {er D Vp =, p(fn(x)vfp(x)) < 5}

Prueba quél, = U F,.c €s un conjunto abierto denso &n
n=1

Sugerencia. Utiliza el ejercicio anterior y prueba queAps son cerrados y su
unién cubrek.

b) Prueba que para todo puntge (). existe un entorno abieridg, tal que
p(f(xo), f(2)) < 3¢ Vzely

Sugerencia. Ses, € F), .. Usa la continuidad d¢, para enconttrar un entorno
W C F, . tal que
p(fa(0), fulz)) <€ VaeV,

c) Prueba quég es continua en todo punto €= ﬂ Oy queQ) = E.
n=1
d) Seaf : R — R una funcion derivable. Prueba que su derivada es continua en
un conjunto de segunda categoria densen
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