
Grado en Matemáticas – Ejercicios de Análisis Funcional

1. Límites de Banach.Seaℓ∞ el espacio de Banach de las sucesiones acotadas de

números reales. SeanT, S : ℓ∞ → ℓ∞ los operadores que a cada sucesiónx =

(x(1), x(2), x(3), . . . ) enℓ∞ hacen corresponder las sucesiones

Tx = (0, x(1), x(2), x(3), . . . ), S(x) = (x(2), x(3), . . . )

SeaY = {x− Tx : x∈ℓ∞} y u la sucesión constante(1, 1, 1, . . . ).

a) Prueba quedist(u, Y ) = 1.

Sugerencia. Six ∈ ℓ∞, dadoε > 0, tiene que existir algúnn ∈ N tal que
x(n)− x(n− 1) < ε.

b) Seaϕ∈ ℓ∗
∞

tal queϕ(u) = 1 = ‖ϕ‖ y ker(ϕ) ⊃ Y (cuya existencia es conse-

cuencia del teorema de Hahn-Banach). Prueba queϕ(Tx) = ϕ(x). Considera
la aplicaciónT ◦ S y deduce queϕ(Sx) = ϕ(x).

c) Seax∈ ℓ∞ y pongamosm = ı́nf {xn : n∈N}, M = sup {xn : n∈N}. Prueba
quem 6 ϕ(x) 6 M .

Sugerencia.
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d) Aplicando el resultado obtenido en el punto anterior aSm(x) deduce que para
todox∈ℓ∞ se verifica:

ĺım inf{xn} 6 ϕ(x) 6 ĺım sup{xn}

e) Seax∈ℓ∞ una sucesión periódica, es decir, existep∈N tal quex(p+n) = x(n)

para todon∈N. Calculaϕ(x).

2. SeaX un espacio métrico completo,{Fn} una sucesión de conjuntos cerrados tal

queX =

∞
⋃

n=1

Fn. Prueba que el conjunto abierto
∞
⋃

n=1

◦

Fn es denso enX.
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3. Sean(E, d) y (F, ρ) espacios métricos. Supongamos queE es completo y sea{fn}

una sucesión de funciones continuas deE enF que converge puntualmente enE a
una funciónf .

a) Para cadan∈N y cadaε > 0, sea

Fn,ε = {x∈E : ∀p > n, ρ(fn(x), fp(x)) 6 ε}

Prueba queΩε =

∞
⋃

n=1

◦

Fn,ε es un conjunto abierto denso enE.

Sugerencia. Utiliza el ejercicio anterior y prueba que losFn,ε son cerrados y su

unión cubreE.

b) Prueba que para todo puntox0∈Ωε existe un entorno abiertoV0 tal que

ρ(f(x0), f(x)) 6 3ε ∀x∈V0

Sugerencia. Seax0∈
◦

Fn,ε. Usa la continuidad defn para enconttrar un entorno

V0 ⊂
◦

Fn,ε tal que

ρ(fn(x0), fn(x)) 6 ε ∀x∈V0

c) Prueba quef es continua en todo punto deΩ =

∞
⋂

n=1

Ω 1

n

y queΩ = E.

d) Seaf : R → R una función derivable. Prueba que su derivada es continua en

un conjunto de segunda categoría denso enR.
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